Franz Haschkovitz, Dieter Angerer (Krems, Austria)

"Fachbereichsarbeit
Verwendung von Derive"

FBA

Fachbereichsarbeit - Was ist das?

| BACK

Sie gehort zur "Neuen Reifepriifung” in Osterreich, siehe folgende Skizze:

Die Neue Reifepriifung

an
AHS (Allgemeinbildende hithere
Schule)

Us | K/s | K/S

FBA | D I M K/S | K/S |K/S/FF
D M K/S | K/S | K/S FS K/S
D M K/S | K/S | K/S K/S/VS
D F M US| K/S | K/S FS K/S
D F M K/S/VS

Legende: FBA = Fachbereichsarbeit (Schriftliche Hausarbeit - Vorpriifung)

Schriftliche Klausur:

D = Deutsch
F = Fremdsprache
M = Mathematik

US = Unterschiedlich nach Schulform
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Miindliche Priifung: K = Kernfrage
S = Spezialfrage
FF = Frage zur Fachbereichsarbeit
FS = Ficheriibergreifende Schwerpunktpriifung
VS = Vertiefende Schwerpunktpriifung

Sie ist eine schriftliche Hausarbeit, welche zu einem oder zwei Gegenstdnden gehort.
Wenn Schiiler diese Form der Reifepriifung wihlen, konnen sie eine von vier
schriftlichen Klausuren ersetzen; verpflichtend sind jedoch die Klausuren aus Deutsch,
Fremdsprache und Mathematik. Die miindliche Priifung ist in drei Gegenstinden
abzulegen, wobei der Gegenstand der Fachbereichsarbeit zu wéhlen ist. Bei dieser ist
die FBA mit einem erkldrten Umfeld Teil der Priifung.

Zielsetzungen der FBA:
Schwerpunktartiges Erfassen von Sachverhalten und Problemen,
Exakte Beobachtung und Wahrnehmung,
Logisches und kritisches Denken, klare Begriffsbildung,
Differenziertes schriftliches Ausdrucksvermaogen,
Anwenden von grundlegenden Arbeitstechniken,
Planvolles Arbeiten mit angemessener Zeiteinteilung,
Aufsuchen geeigneter Informationsquellen.

Zur Zeit ist diese Form der Reifepriifung noch ein Schulversuch, ab dem Schuljahr
1992/93 ist eine Form der sogenannten Schwerpunktpriifung verpflichtend (siehe
Skizze).

Wie kam es zur Fachbereichsarbeit?

Nun, am Ende der 7Klasse kamen zwei Schiiler mit dem Wunsch zu mir, eine
Fachbereichsarbeit aus Mathematik schreiben zu wollen. Ich erkldrte mich einver-
standen, und wir besprachen mogliche Arbeitsthemen.

Der eine wiinschte ein Thema zur Geschichte der Mathematik, der andere - Herr Dieter
Angerer - eines im Zusammenhang mit Computersoftware. Nach einigen weiteren
Gespriachen wurden die Themen fixiert:

"Historische Entwicklung mathematischer Begriffe unter Beriicksichtigung des
Unendlichen"

"Grundlagen der Infinitesimalrechnung und deren facheriibergreifende Anwendung unter
Verwendung algebratauglicher Software".

Fiir die algebrataugliche Software "DERIVE" gibt es in Osterreich fiir die AHS eine
Generallizenz; DERIVE ist daher an jeder derartigen Schule verfiigbar. So wurde die
FBA unter Verwendung von DERIVE verfafit. Dieses Programm wurde aber im Unter-
richt dieser Klasse nicht eingesetzt.
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Nach einer Kurzeinfilhrung hat sich Herr Angerer mit groBem Engagement das
Programm in seinen Grundziigen selbstindig erarbeitet. Nebenbei sei erwéhnt, daf
beide Kandidaten auch eigenstéindig ein Textverarbeitungsprogramm erlernt haben, das
auch die Verarbeitung von mathematischen Formeln und Symbolen erlaubt.
Abgabetermin fiir die Beurteilung war im Feber dieses Jahres.

Herr Angerer wird nun kurz iiber seine Arbeit, speziell liber die Verwendung von
DERIVE, berichten. Gesagt sei auch, daB Dieter ein sehr engagierter Schiiler sowohl im
Privaten (Judokdmpfer) als auch im Gymnasium ist. Diese Woche hatte er die
Klausurarbeiten aus Deutsch, Mathematik und Englisch zu verfassen. Deshalb konnte
er auch bisher beim Symposium kaum anwesend sein.

Das Ziel der Fachbereichsarbeit "Grundlagen der Infinitesimalrechnung und deren
ficheriibergreifende Anwendung im Unterricht unter Verwendung algebratauglicher
Software" war nach einer mathematischen Einfiihrung in die Materie und Bedienungs-
bzw. Anwendungshinweisen zu DERIVE die konkrete Erarbeitung und Losung von Auf-
gaben aus verschiedenen Bereichen. Ankniipfend an diese Fachbereichsarbeit sollen
einige Beispicle aufgezeigt werden. Ein Teil der exemplarischen Arbeiten stammt nicht
unmittelbar aus der Arbeit selbst, sondern entstand bei der Erarbeitung der einzelnen
Themengebiete. Sie sollen Grundprinzipien der Differential- und Integralrechnung er-
lautern und veranschaulichen. Der zweite Aufgabenteil hingegen ist ein Auszug konkret
behandelter Berechnungen aus der Fachbereichsarbeit. Die Probleme stammen aus ver-
schiedenen Sparten.

Bei der Aufgabenlésung wurde strengstes Augenmerk auf einen strukturierten Aufbau
des Losungsvorganges gelegt. Dies ist vor allem in Hinblick auf eine DERIVE-gerechte
Gestaltung des Modells sinnvoll und notwendig. Die Erarbeitung einer Losungsstrategie
erfolgt im wesentlichen nach folgendem Schema:

1. Aufgabenstellung:

Der Text, in den das zu l6sende Problem gekleidet ist, muf3 genauestens erfaflt werden,
denn aus ihm wird der gesamte Losungsweg entwickelt. Dabei ist eine Visualisierung bei
geometrischen Aufgaben oftmals von Vorteil.

2. Modellbildung:

Der Text wird gewissermaf3en in die mathematische Symbolsprache iibersetzt. Dann wird
eine allgemeine Losungsstrategie erarbeitet. Dabei kann DERIVE schon wertvolle
Dienste leisten, da es auch mit symbolischen Werten arbeiten kann und somit dem Be-
nutzer oft umfangreiche Herleitungen erspart.
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3. Numerische Modellésung:

Wenn das Modell an ein Ziel gefiihrt hat, kénnen die numerischen Werte einfach einge-
setzt und die gesuchten Losungen berechnet werden. Besonders vorteilhaft ist, daR
Modifikationen der Parameter unmittelbar auf ihre Auswirkungen auf das Ergebnis
tiberpriift werden kénnen.

4. Modellverifikation;

Die errechneten Losungen miissen noch auf ihre Korrektheit bzw.Relevanz in bezug auf
die Aufgabenstellung getestet werden, um das Modell bei Bedarf zu modifizieren.
DERIVE erleichtert dies durch die einfache Darstellbarkeit von Funktionsgraphen, aus
deren Verlauf viel iiber das Ergebnis ausgesagt werden kann.

Der Einsatz von DERIVE in der Infinitesimalrechnung befreit den Anwender nicht etwa
von der Notwendigkeit eines mathematischen Grundwissens. Vielmehr ist eine profunde
Kenntnis der Zusammenhénge und der Umsetzung in die Symbolik von DERIVE erfor-
derlich, um zu brauchbaren Ergebnissen zu kommen. Das Programm erspart jedoch die
rein operative numerische Rechenarbeit, die meist miihselig und zeitraubend ist.
Deshalb kann DERIVE dazu beitragen, die Mathematik von ihrer attraktiven Seite zu
prdsentieren, ndmlich der logischen Erarbeitung von Losungsmodellen ohne langweilige
Rechenarbeit.

Zwei einleitende Simulationsaufgaben - erste Beschiiftigung mit DERIVE:
> Approximation von Kurventangenten durch Sekantenscharen
» Approximation von Flicheninhalten durch Rechtecksflichen

1: “SEKANTENSCHAREN AN KURUEN"
2: “copyright by Haschkovitz-Angerer, 1392"

1 Z
3: F (x) i1 = — x -3

4
4 "SEKANTE(p,z) berechnet eine lin. Fkt. fiir Sekante zw. p und z"

F (=) - F <p) F €z} = F (p2
5: SERANTE (p, =) := x [F (pd - - p]
z - p z -3
6: “Nun wird ein Uektor von lin. Funktionen generiert,"
1 - b
?: SEKANTENSCHAR (a, b, 1, n) := VECTOR [SERﬁNTE (a, k), k, b, 1, ———-———]
n

B: “"deren Schaubilder m Sekanten des Funktionsgraphen sind"
9: SEKANTENSCHAR (-3, 1, -5, 18)
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X 9 13 x 27 4 x 63 19 x 18
18: [—

2 4 28 18 5 28 28 5
11 x 81 5 x 9 7 x 99
19 28 4 2 5 28
1 x 27 17 x 117 37 % 63
28 5 18 28 24 19
2?7
—Zx——]
4

11: SEKANTENSCHAR (-3, 2, -5, ?)

x 3 x 9 3 x 15 S x 9
4 2 2 4 4 4 4 2
3 x 21 7T x 27
- - - = F _EJ‘EX——]
2 4 4 4

Das folgende Diagramm zeigt die grafische Auswertung.
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""RECH TECKéSUHHEHﬁPPRUK IMATION"
“copyright (c) Haschkovitz-Angerer 1991"

YZur Darstellung kleine Punkte und kontinuierlich wihlen t"

1 2z
- — x + 3
S

]
x F (x)

"R generiert Uektor der Rechteckseckpunkte"

F (x)

T (x)
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c b
7 : R (a, b, ¢, 4) := c d

a d

L a 'b .
8 : "H entscheidet, ob der Funktionswert am Anfang"
9 : “oder am Ende des Streifens gewahlt wird"
18: H (p, ) := IF (F (p) <F (p + q), F (p), F (p + q))
11: "Es werden die Nullstellen der Funktion berechnet"
1Z: F (n) = 8
13: n = - J15
14: n = 415
15: "Die Funktion U generiert einen Uektor von Rechteckspunkten"
16: "im Intervall a bis b mit n Streifen. (Untersunme)”
bl
1?: " (ﬁ) bl 'I'I] S
N

18: U (a, b, n) := VECTOR (R (k, @, k + M (a, b, ), H (k, M (a, b, n))), k, a,

b -M(a, b, n), M (a, b, n))
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19: "Mn wird die Flache zwischen Graph und x-Achse durch Rechtecksf Iachen ange

28: "“"Zuerst durch funf Streifen:"

21: U ("‘ J15.| '\[151 5)

23: "“Dann mit zwanzig:"
Z4: U (- J15, J15, 28)
.r“"f/ i \\\'-.
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?6: “Der Flacheninhalt soll auch berechnet verden:"
?7: "Die Funktion REC_SUH berechnet die Summe der Rechtecksinhalte”
2B: "im Intervall a bis b"
n
?79: REC SUM (a, b, n) :=H (a, b, n) £ Hita+ kM (a, b, n), M (a, b, n))
k=1
A¥: “Berechnung mit standiger Verfeinerung der Streifenbreite”
31: REC _SUH (- J15, J15, 5)
13272
1 —
2231
H93: REC_SUM (- J15, J15, 44}
57868
34: —
3899
35: REC SUM (- J15, J15, 88)
27347
O
18681
37: "Werfikation des Ergebnisses mit dem bestimmten Integral”
J15
=38 : I F o(x) dx
- J15
35554
39:
2295
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Zwei Anwendungsbeispiele aus der Fachbereichsarbeit:

Aufgabenstellung: Ein geladenes Teilchen (Ion) bewegt sich im Vakuum kréftefrei mit
der Geschwindigkeit v, ldngs der x-Achse. Am Ort x, tritt es zur Zeit t = 0 in ein
elektrisches Gegenfeld ein und bewegt sich mit der Beschleunigung a, = bt weiter.
a) Man leite eine Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v, = v,(t) fiir t>0 her!
b) Man leite eine Zeit-Ort-Funktion x = x(t) fiir t>0 her!
¢) Zu welcher Zeit dndert sich die Bewegungsrichtung?
d) Wo ist der Umkehrort x,?
e) Das x(t) -, x’(t)- und x”(t)-Diagramm ist darzustellen!
Vorgegebene Gréfien: x, := 3,0 mm Vo := 2,0 km/s
b := -0,75 - 10" m/s*

Modellbildung:

ad a) Fiir t>0 hat das Ion die Beschleunigung a (t) = bt. Da die Beschleunigung die
Ableitung der Geschwindigkeitsfunktion ist, kann umgekehrt durch Integration von a (t)
v(t) berechnet werden.

1: AX (t) := b t

2 : Ux (t) Iﬂx (t) 4t

Da die Geschwindigkeit anfénglich nicht Null, sondern v, betrigt, muf3 dieser Wert als
Integrationskonstante addiert werden.

pA
b t
3 : UX (t) := — + uxd
VA

Die Geschindigkeit-Zeit-Funktion ist somit eindeutig festgelegt.

ad b) Weiters gilt der Zusammenhang, da3 die Ableitung der Ort-Zeit-Funktion die
Geschwindigkeit-Zeit-Funktion ergibt. Aus der Integration als Umkehrung folgt also:
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4 : X (t) := I UX (t) dt
3
b t
ol X (t) := + t uvxh
6

Die Bewegung ist aber nicht vom Ursprung, sondern vom Ort x, zu berechnen. Daher
mufl genau die Ort-Zeit-Funktion verwendet werden, die den Wert x, additiv
angeschlossen hat. (Die Integrationskonstante ist also x,).

3
b t
b: X (t) 1= — + t vxB@ + xB8
b6

Hiermit ist auch die Ort-Zeit-Funktion x(t) eindeutig definiert!

ad ¢) Durch die Einwirkung des Gegenfeldes kann sich das Ion nur bis zu einem
bestimmten Ort weiter bewegen, bis das Kraftfeld eine Umkehrung bewirkt. Dies
geschieht zu einem Zeitpunkt t,. x(t,) ist als der maximale Weg, den das Ion zuriick-
legen kann, zu verstehen. Die Bedingung dafiir ist x’(tu) = 0.

Weil x'(t) = v,(t) ist, gilt fiir das Extremum auch x,(t,) = 0.

ra UX (tu) = 8

Z
b tu
0 : — + uyxB = B8
Vi

Die Geschwindigkeit am Umkehrpunkt ist also 0, das Ion "steht still". Fiir t, ergibt sich
durch Losung der Gleichung
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uxH
9 : tu = - J2 J[— ]
b

Dieser negative Wert fiir die Zeit kommt nicht in Frage.

uxA
18: tu = 2 J[— ]
b

ad d) Um den Umkehrort x, zu erhalten, muf nur t, in der Ort-Zeit-Funktion substi-
tuiert werden.

110 xu = X (tu)

Dann erhilt man

1Z2: xu 1= — + tu uvxB + xH

Numerische Modellbildung:

Die gegebenen Werte (Maflzahlen) werden nun eingesetzt. Das Modell arbeitet mit
MafBzahlen, wenn die Zeit in s und der Weg in m gemessen wird. Die Angaben fiir v,
und x, miissen daher umgeformt werden: v, = 2.0-10° ms™ ; x, = 3-10° m

3
13: uvxB = 2 18

-3
14: xB = 3 18

15: b = - B.75 18
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Fiir die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion ergibt sich daher

14 2
16: UX (t) := 2888 - 3.75 18 t

und die Zeit-Ort-Funktion lautet:

11 3
17: X (t) := - 1.25 18 t + 2688 t + B.883

Der Umkehrzeitpunkt t, betragt

-6

21: tu = 2.3494 18

Daraus ergibt sich der Umkehrort x,

25: xu = 08.8868792

ad e)

x-t-Diagramm vx-t-Diagramm
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ax-t-Diagramm

Losungsverifikation:

Die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion hat die Form
v,(t) :=2000 - 3.7510* t%? und die Zeit Ort Funktion

x(t) :=-1.25-10 ¢3 + 2000t + 0.003 Das Ion wird durch das Gegenfeld

nach rund 2,4 ps und nach rund 6,1 cm vom Ausgangspunkt weg umgekehrt.

Im a,(t)-Diagramm ist erkennbar, daf} die Bewegung des Ions vom Zeitpunkt

t = 0 an linear gebremst wird. Folglich wird die Geschwindigkeit v, (t) immer geringer,
bis sie am Umkehrort x, gleich 0 ist. Der Umkehrort ist also das Extremum der
Funktion x(t), was im x(t)-Schaubild ersichtlich ist. Nach der Umkehr bewegt sich das
Teilchen, mit -a, beschleunigt, in die entgegengesetzte Orientierung.

Aufgabenstellung: Ein Korper schwingt harmonisch nach der Formel

1 .. 27 T
S = —sin(—=¢ + —
2 (3 2

a) Nach welcher Zeit t hat der Kérper zum ersten Mal seinen groflten Ausschlag er-
reicht?

b) Die Ort-Zeit- und die Beschleunigung-Zeit-Funktion sind in einem Schaubild
darzustellen.

Modellbildung:

Die Schwingungsformel s ist eine Funkton der Zeit, s(t), und kann somit als solche
deklariert werden.
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1l

i Z M 1}
1: S (t) : —-SIH[ t+—]

ad a) Die Frage nach dem grofSten Ausschlag bedeutet, da8l die Weg-Zeit-Funktion s(t)
an einer oder mehreren Stellen tm ein Maximum annimmt. Notwendige Bedingung fiir
das Maximum ist, daB die erste Ableitung an einer konkreten Stelle gleich 0 ist.

Um zwischen Maximum und Minimum unterscheiden zu konnen, miissen die
Losungswerte in die zweite Ableitungsfunktion eingesetzt werden. Laut Angabe ist nur
die erste Periode der Losung relevant.

ad b) Die Beschleunigung ist die zweite Ableitung des Weges nach der Zeit. Daraus
kann a(t) errechnet und fiir das Schaubild verwendet werden.

Z
—] S (t)
t

2
A || CIJS[

4 : A (t)

2“1‘.]

3
A (t)

9
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Numerische Modellésung:

ad a) Man erhélt die Losung fiir den ersten Periodendurchlauf der Schwingung.

s-t und a-t - Diagramm B

Losungsverifikation:

Der harmonisch bewegte Korper hat zur Zeit 0 zum ersten Mal seinen groBten Aus-
schlag. Fir diese Aufgabe ist es irrelevant, ob ein Hoch-oder Tiefpunkt vorliegt, denn
der Korper schwingt aus der Nullage beidseitig gleich aus. Aus dem Schaubild erkennt
man, daf die Ort-Zeit-Funktion und die Funktion der Beschleunigung dieselben

Nullstellen haben. Daraus kann man schliefen, daB dieser harmonisch schwingende
Massenpunkt nur in der Anfangslage unbeschleunigt ist.
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